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The topology optimization method is the most flexible optimization method that allows both shape and topological
changes during the optimization process. However, due to its high flexibility, the utility of topology optimization results is
often spoiled by a preponderance of impractical designs that are difficult or impossible to manufacture, such as structures
with numerous extremely thin members and tiny holes. This paper proposes a new structural optimization methodology
that reduces the number of design variables in a multiple phase projection method, which advantageously reduces
computational time and benefits manufacturability. The multiple phase projection method is a geometrical contraint
method that imposes a minimum length scale on both solid and void phases. Normally, two design variables are associated
with each of these phases at each node in the finite element analysis, resulting in an undesirable increase in the number of
design variables. To mitigate this problem, we develop a new methodology that requires only one design variable at each
node. An optimum design example for a minimum compliance problem is provided to confirm that the new methodology
provides reasonable solutions that achieve the given minimum length scale using a reduced number of design variables.
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幾何制約を陽的に与える方法には，Perimeter Control法(4)や，Minimum Member Size Control法(5)，Regularized
Penalty Functionを利用した方法(6)，Monotonicity based Minimum Length Scale法(7)などがある．これらの方法は，
制約を陽的に表現できるが，パラメータの設定に難しさをもつうえ，最適化計算の収束性を悪化させる欠点をもつ．

































目の有限要素に対して，指定した最小寸法制約を示す半径 rminの円内に含まれる設計変数 φ j を，次式により特定
する．
φ j 2 Ne if r  jx j  x¯ej  rmin (1)






























物体領域に最小寸法制約を課す場合には，式 (2)で得られた µeから，ヘビサイド関数 H1(µe)を用いて，次式よ
り e番目の有限要素に関する正規化された密度関数 ρe1 の値を求める．
ρe1 = H1(µe) =
8<:1 if µe > 00 if µe = 0 (4)
上式より，領域 Ne において，µe が 0よりも大きな値となれば，該当する要素の密度関数の値が 1となり物体領
域を表す．しかし，上式を用いた場合，関数の不連続性より最適化計算に必要な感度を計算できない点をもつた
め，計算上は次式の平滑化されたヘビサイド関数を用いる．
ρe1 = Hs(µe) = 1  e β µ
e
+µee β (5)
ここで，β はヘビサイド関数の曲率を表すパラメータで，図 2に示したように，β が 0のときヘビサイド関数は
線形となり，β を増加させていくと，平滑化されたヘビサイド関数は，式 (4)で表されるヘビサイド関数に近づき，
結果として，グレースケールの領域を小さくする．
他方，空洞領域に最小寸法制約を課す場合には，式 (2)で得られた µe から，次式より e番目の有限要素に関す
る正規化された密度関数 ρe0 の値を求める．
ρe0 = H0(µe) =
























Fig. 2 Smoothed Heaviside function for µe
この場合には，領域 Ne において，µe が 0よりも大きな値となれば，該当する要素の密度関数の値が 0となり空
洞領域を表す．なお，この場合も最適化計算には，次式の平滑化されたヘビサイド関数を用いる．






点に物体領域と空洞領域に対応する設計変数 φ1 j，φ0 j を設定し，HPMと同様に，物体領域と空洞領域の最小寸法
制約の領域 Ne1，Ne0 のそれぞれに対して，式 (2)のプロジェクション関数を用いて，距離で重み付けをした設計変
数の平均値 µe1，µe0 を求め，さらに，式 (4)，(6)のヘビサイド関数により，それぞれの領域の正規化された密度関


















上式より，ρe1 = ρe0 = 1のとき ρe = 1となり物体領域を示す．これに対して，ρe1 = ρe0 = 0のとき ρe = 0となり空
洞領域を示す．しかし、ρe1 = 1，ρe0 = 0，または ρe1 = 0， ρe0 = 1のとき，ρe = 0:5となり，その領域はグレース
ケールとなるが，次式に示す，SIMP法(13)により，要素剛性行列 ke にペナルティを与えることでグレースケール
を回避する．
ke = [(ρe)p +ρmin]ke0 (11)
ここで，pはペナルティパラメータで，p > 1を用いてグレースケールに制約を与える．ke0は物体領域の要素剛性
行列を表す．ρmin は，剛性行列を正定値にするために与えられる十分に小さい値である．











(jφ jj+φ j)w(jx j   x¯ej)
2 ∑
j2Ne1
w(jx j   x¯ej)
(12)
上式より，領域 Ne1 に正の値の φ j があれば，µe1 は正の値をとり，領域 Ne1 内の全ての φ j の値が 0以下のときには
µe1 は 0となる．次に，µe1 より，式 (4)のヘビサイド関数，数値計算上は近似関数である平滑化されたヘビサイド






(jφ jj φ j)w(jx j   x¯ej)
2 ∑
j2Ne0
w(jx j   x¯ej)
(13)
上式より，領域 Ne0 に負の値の φ j があれば，µe0 は正の値をとり，領域 Ne0 内のすべての φ j の値が 0以上のときに
は µe0 は 0となる．次に，µe0 より，式 (6)のヘビサイド関数，数値計算上は近似関数である平滑化されたヘビサイ
ド関数，式 (7)を用いて ρe0 を求める．つまり，領域 Ne0 に負の値の設計変数があれば，ρe0 が 0となり空洞領域を
写像することになる．最後に，e番目の有限要素に関する正規化された密度関数 ρeは，MPPMと同様に，ρe1 と ρe0
の平均値として求める．
なお，上の定式化では，設計変数 φ j の絶対値を用いてプロジェクション関数の定式化を行っているため，φ j の




φ 2j + ε2 (14)






φ 2j + ε2 +φ j












φ 2j + ε2 φ j





















Ku = f (19)








Fig. 3 Approximated absolute value
















e)p 1 ueT ke0ue (22)
ここで，ueは e番目の有限要素の変位ベクトルを表す．式 (22)を式 (21)に代入すれば，平均コンプライアンスの
感度は，結局，次式となる．
∂c






∂φ j は，式 (24)-(26)より求められる．
∂ρe


















φ 2j + ε2
+( 1)i+1














Compute objective function using FEM
Compute sensitivities
Update design variables using MMA
Convergence?
















同様に，ペナルティーパラメータ pと，ヘビサイド関数のパラメータ β を 1:0から段階的に増やして，最適化計
算を行う．パラメータ更新のフローチャートを図 5に示す．ここで，∆p = 0:5，∆β = 1:1k とした．kは繰り返し
回数である．また，pmax = 5:0，βmax = 50:0とした．
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Fig. 5 Flowchart of updating parameters








20Fixed design domain D
120
20Fixed design domain D





















if 0:25 < ρe < 0:75
ρe if otherwise
(27)
その後，ρˆe を用いて，体積制約を満たすような適当な閾値 ρethres で，グレースケールを除去した．なお, 閾値
ρethres は，初期値を 0.5，初期区間を [0 1]とし，二分探索法を用いて求めた．
ρ¯e =
8<:1 if ρˆe  ρethres0 if ρˆe < ρethres (28)





Fig. 7 Configuration using the proposed MPPM before removing grayscales





Fig. 8 Distribution of the design variable φ using the proposed MPPM
42 HPMとMPPMによる最適構造の比較
ここでは，従来の HPM，MPPMと提案する方法の比較を行う．最小寸法制約を dmin = 2:0として最適構造を求
















(a) Solid phase projection in HPM
(b) Void phase projection in HPM
(c) Conventional MPPM
(d) Proposed MPPM
Sensitivity computation time : 19.37
Sensitivity computation time : 19.36
Sensitivity computation time : 37.64




















Fig. 9 Optimal configuration obtained under various conditions.
43 最小寸法制約の大きさによる最適構造の比較
次に，最小寸法制約の大きさによる最適構造を比較した．図 10に，提案手法で最小寸法制約を dmin = 1:0;2:0;3:0
とした場合の最適解を示す．このとき，グレースケールの除去に用いる閾値はそれぞれ ρethres = 0:500;0:533;0:527
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